O nekim “minimalnim”
® geometrijskim telima (|
njihovoj vezi sa fizikom)
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Mehuri od sapunice i “minimalne povrsine”
Plateau-ov problem u geometriji
Fermat-Torricelli-eva taCka u trouglu

Neka pitanja u vezi sa FT tackom
Granicna linija Torricelli-eve tacke
Reuleaux-ove krive

Krive konstantne Sirine

Steiner-ove mreze u ravni
Fermat-Torricelli-eva taCka u tetraedru
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Mehuri od sapunice |
“minimalne povrsine’

o Joseph Plateau (October
14, 1801 — September 15,
1883)
(http://en.wikipedia.org/wiki/Jos
eph_Plateau) je bio belgijski
fiziCar koji je prvi poCeo da
sistematski radi sa
mehurima od sapunice

o Sapunica ima visok
povrsinski napon koji vodi
do toga da njeni mehurovi
primaju geometrijski oblik sa
minimalnom povrsinom pri
zadatim grani¢nim uslovima.

o Primeri su prikazani na
slikama.
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Mehuri od sapunice |
“minimalne povrsine”

“Granicni uslovi” su
odredjeni oblikom
ZiCanog rama

Ram se umoci u vodeni
rastvor sapunicu i onda
(pazljivo) izvadi.

Sam mehur je (Cesto)
nestabilan, i tesko ga je
jasno slikati, a kamoli
tacno izmeriti
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“Minimalne povrsine” u
geometrijl

o Ovo pitanje je odmah (u
drugoj polovini 19. veka)
postalo izazov za
matematicare: Riemann,
Dirichlet, Weierstrass su se
bavili ovim problemom

o Geometrljsko pitanje “oblika
povrsi” sa minimalnom
povrsinom je tako dobilo
naziv Plateau-ov problem

o Pravljeni su ziCani, drveni,
gipsani modeli ovih
povrsina, a dobile su i
imena.
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Plateau-ov problem “minimalne
povrsine” u geometrijl

o Geometrijsko pitanje
“oblika povrsi” sa
minimalnom povrsinom
je tako dobilo naziv
Plateau-ov problem.

o Danas se Plateau-ov
problem prvenstveno
reSava numericki,
mada ima i vaznih
analitickih rezultata.

Petnica, oktobar 09



Primeri “minimalnih
povrsina” u geometriji
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Problem “minimalne duzine”
u mehanici

o Plateau-ov problem je
povezan sa geometrijskim
pitanjem “oblika strune” sa
minimalnom duzinom

o lIsti problem se moze
reSavati “mehanickim”
putem

o Najprostiji primer je Fermat-
Toricelli-Steiner-ova taCka u
trouglu
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Interakcije medu kvarkovima

o Paulijev princip zahteva nov stepen
slobode za kvarkove: 3 “boje” (zato
“hromo-dinamika®).

o To je dovoljno da se objasne spektri |
magnetni momenti vecine hadrona

o Osnovna interakcija koja vezuje kvarkove
u nedeljive celine ("konfajnment”) zavisi
od boje
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Konfajnment ili veCno
zarobljeni kvarkovi

o Konfajnmenta izgleda da potiCe od suzavanja “fluksa gluona” u uske
cevi koje se ponasaju kao da su elastiCne strune

o Mozemo li to da proverimo? Rad sa Toruom Sato-om i Milovanom
Suvakovim

Figure 2. The flux-tube profile in the spatially-fixed 3Q system, in the MA projected
QCD.% The distance between the junction and each quark is about 0.5 fm.
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Fermat-Torricelli-Steiner-ova
tacka

o KlasiCan geometrijski problem
(mada ga nema kod Euklida):
naci tacku takvu da je suma
rastojanja od tri vrha trougla
najmanja.

o Evangelista Torricelli (oktobar
15, 1608 — oktobar 25, 1647)
|taI||a nski fiziCar i matematlcar
poznat po svom izumu
barometra, je resio problem
oko 1640.g, koji mu je postavio
Pierre de Fermat kao licni
izazov.

o Torricelli-jev dak Cavalieri je
1647. objavio reSenje
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Fermat-Toricelli-Steiner-ova
tacka

o Ako seznadatri
“strune” Cine uglove od
120 stepeni u Fermat-
Toricelli-Steiner-ovoj
tacki

o Onda je konstrukcija
minimalne strune
jednostavna

o Tekje 1750. Simpson
objavio dokaz da je
zbir duzina ove tri
“minimalne” strune
jednak duzini
Simpsonovih linija
(crvena,plava i crna).
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o

Eulerova prava

Euler (1765) je pokazao da na

jednoj pravoj leze

centar
opisane kruznice, orto-centar i
centar “Feuerbachove kruznice”

Centar Feuerbachove kruznice je
na pola puta od ortocentra do
centra opisane kruznice, a

razdaljina od do centra
opisane kruznice je polovina
rastojanja od do
ortocentra.

de Longchamp-ova, Schiffler-ova
i Exeter-ova tacka takode leze na
Euler-ovoj pravo.

Ali, centar upisane kruznice ne
lezi na Euler-ovoj pravoj osim za
ravnokrake trouglove.
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Feuerbachova kruznica

o http://www.cut-the-
knot.org/Curriculum/G
eometry/FeuerbachPr
oof.shtml
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Otvorena pitanja |

o * Da li Fermat-
Toricelli tacka lezi na
Euler-ovoj pravoj?

o * Ako lezi, onda gde?
na kom rastojanju od
centroida?

o * Ako ne lezi, zasto ne”?
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Duzina minimalne strune

. L] []
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quarks. When all angles of the 3Q triangle do not exceed

kao funkcija tri strane 27/, L. is expressed as
(a,b,c) trougla

)

where a, b, and ¢ denote the three sides of the 3Q triangle as

2)qaovrsina trouglg
. shown in Fig. 1. In this case, the physical junction appears

o Oba Clana su simetricni
pod permutacijama
vrhova trougla.
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Otvorena pitanja Il  *

o Definicija “duzine rastojanja” i Tl
(“metrika”) d mora da zadovoljava R
nekoliko osnovnih zahteva: ?) \

“pozitivnost” d(x, y) = 0; b) d(x, y _ly_y
=0 akoisamoako x=y;c) dE(laz) |X y|
simetrija d(x, y) = d(y, X); d)

nejednakost trougla d(x, z) < d(x, _ \/ _ 2 _ 2
y) + d(y, z), ainace moze da se (Xl Xz) + (yl yz)

proizvoljno menja

o Kada promenimo “obi¢nu’ dazz (1, 2) = ‘7( — V\
(Euklidovu) definiciju duzine d , ,
(dignemo je na drugu potenciju), — (Xl — Xz) 4+ (yl — yz)

FT taCka se “pomeri” u centroid.

o ** Sta se deSava sa FT tackom za
druge/proizvoljne potencije X ? d (1,2)= ‘)—(_ y‘“

~ (Vo %)+ (-2 )
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Ne-Euklidova geometrija

o Sfernitrougao
zadovoljava sferni teorem

Kosinusa _ cosC=cosacosb+sinasinbcosC
o Ovaj identitet se moze

izvesti pomocu trougla
nastalog od linija tangenti
na sferni trougao sa
uglom C, a koristeci
kosinusni teorem u ravni.
o Definicija “rastojanja”
(“metrika®) d u Ao
prostoru sa
konStantnom AT = arccos ( SIN ¢ SIN @ ¢ + COS P COS P f COS &/\) :
zakrivljenoScu (sfera)

d=rAo.
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Otvorena pitanja llI

o *** Naci FT tacku
trougla na povrsini
lopte t.J. u prostoru sa
konstanthom
pozitivnom
zakrivljenoscu.

AG = arct \/(Cﬂﬂ ¢ rsin AN)® + (cosd,sin ¢ — sin ¢, cos ¢ cos AN)°
o T e SIn @, SIn @ § + COS P COS P r cOS AN '
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Duzina Y-strune preko Jakobi-ijevih
koordinata

o Jakobi-ije vektori X,
(koordinate) ‘

(p,4) <

o Cine bazu dvo-
dimenzionalne
iIreducibilne
reprezentacije
permutacione grupe
tri elementa S, .
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Granicna linija Y-strune preko Jakobi-
jevih koordinata

Vv = J\/g(p2+)\2+ |G

en 2p® —VBp- Az —py/p?+ 3N —2v3p X

o u Jakobi-ijevim
koczrdlnat.ar.na (5, 1)
duzina minimalne
strune postaje jako ooy v e o)
komplikovana o P2

o Cetiri “slu¢aja”:

and 2p° +V3p - A> —p\/p2+3)\2—|—2\/§p-)\

BX2 - p? > Ly (0 4 BN 12(p A

Vi = o (x/ﬁp+ \/;(pQ +3X74+23p )\))

o G__raniéna Iin_ija_r_nedju o o+ Vim 2 a3 oy D
njima morati biti
iInvarijantna pod R )

permutacijama S, < R
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Granicna linija Y-strune preko hiper-
sfernih uglova

o Fizicki ugao medju _
koordinatama (p, )

je 6 80
o “Hiper-ugao” medju 50|
koordinatam 5 i
40 |
ZZ:taHIE 2'0 zj
20 ¢
o —A
o Granica izmedju tri 00 5 50 75 10 125 150 175

“slucaja” mora biti
iInvarijantna pod
permutacijama S,
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Granicna linija Y-strune preko
kosinusa hiper-sfernih uglova

o Kosinus fiziCkog ugla |
medju koordinatama -

cosd

o Kosinus “hiper-ugla” .

medju koordinatama SN

2 2 _

_l 0.5 p \\

Z:cos2;(:'02 : >

o+ A _1

o Granica medju njima ‘
morati biti invarijantna

pod permutacijama S;

X=COS
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o Pravougaoni domen
(starih) koordinata (x,z) se
preslikava u kruzni domen
(ljubicast) novih
koordinata
2'=27,X' =xN1-12

o Granicna linija (plava) je
ocCigledno inva jantna pod
rotacijama od

o Kakva je to kriva? 3"0 je

primer Reuleaux-ove krive

1

0.75 |
0.5

025 /

~0.25 |\ |
05/

-0.75 ¢

’
1
/
[}

Granicna linija Y-strune preko novih
varijabli kosinusa hiper-sfernih uglova

-0.75-0.5-025 0 0.25 0.5 0.75 1
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Reuleaux-ov “Trougao’

o Ovo je jedna od Reuleaux-
ovih krivih zasnovanih na
najprostijoj, tzv.

o Reuleaux-ov trougao se
sastoji od lukova kruznice
umesto strana, sa
centrima u vrhovima
ravnostranog trougla. On
ima ostre vrhove.

o To je primer “krive
konstantne Sirine”, koja
ima istu “Sirinu” bez obzira
na orijentaciju merenja.

Figure 10.3. Reuleaux's rotor.

circular arcs centred at each vertex passing through the other
two. [tis known as Reuleaux's rotor, after Franz Reuleaux (1829-
W 1905), and is shown as both a schematic and a model in fig-
ure 10,3, Historically, the first author to mention such shapes of

y F =}
/
v LS
5 .

d  which we are aware is Fuler (1778).
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Krive konstantne Sirine

o Ovo je primer “krive
konstantne Sirine”,
koja ima istu “sirinu”
bez obzira na
orijentaciju merenja.

o “Sirina" zatvorene
konveksne krive je
definisana kao
razdaljina izmedju
(dve) paralelne linije
koje je ograniCavaju.

Petnica, oktobar 09



Reuleaux-ove krive

o Drugi primeri su krug (sa
najvecom povrsinom za
datu Sirinu, t.j. obim), i
Reuleaux-ov trougao (sa
najmanjom povrsinom), ali
takvih kriva ima
beskonaCcno mnogo.

o Sve krive konstantne Sirine
su konveksne.

o Sve imaju isti obim
(Barbier-ov teorem).

ARC regular s-gon. n add |

)

S

=0, 023 =0 1#3

%%

Reuleaux’s rotor

Arc ARC, angle 21, | Tsosceles triangle, ABC
length w ;

B c
ANPAY
N ;

N A

£= 30", E r=60°,
Reulgaux’s rotor Reuleaux s rotor

=00 circle 5 7= F circle

Circle

Figure 10.4. Families of shapes of constant width.
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Reuleaux-ove krive

o Krive konstantne Sirine (k.k.S.)
Imaju i neke praktiCne svrhe
n.pr. za “burgije za Cetvrtaste
rupe’.

o Wankel-ov rotor je primer
K.K.S.

Figure 10.5. A collection of shapes of constant width by Figure 10.13. An application to engine design.
G. J. H. Cordle as a final year undergraduate project in 1995.
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Reuleaux-ove krive

o “Kakve sve oblike mora da ima
poklopac sahta a da sam ne
moze da propadne u $aht?“

o lli obrnuto: “kako treba da
izgleda rupa kroz koju propada
samo odredjena vrsta kovanog
novca?”

Figure 10.14. The minimum circumscribed circle of a 20p piece.
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Pregled | otvorena pitanja

o Pocevsi od Fermat-Torricelli-evog problema za
trougao u Euklidovoj geometriji, stigli smo do
krivih konstantne sirine.

o Sta Ce se desiti ako krenemo od Fermat-
Torricelli-evog problema za trougao u ne-
Euk|IdOVOj recimo sfernoj geometriji? Kakve
krive ("*konstantne sferne Sirine”?) mozemo tu
da oCekujemo?

o Sta Ce se desiti ako krenemo od Fermat-
Torricelli-evog problema za tetraedar u
Euklidovoj geometriji? Ovo pitanje je (opet)
povezano sa fizikom.
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